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Résumé—On étudie la diffusion de matiére en présence de réactions chimiques homogéne et hétérogéne
du premier ordre au sein d’un fluide en écoulement dans un réacteur tubulaire, et plus particuliérement
I’allure de la décroissance loin de I’entrée du tube, en fonction des trois critéres adimensionnels a = k1R2/ D,
b = KR/D et P = u, R/D et du profil radial de vitesse f(r/R). Une méthode de calcul numérique exact de
la premiére valeur propre est proposée, et on établit des relations d’additivité approchée entre les conduct-
ances et résistances de transfert, en liaison avec ’expression des critéres de Sherwood. Les solutions
strictes, particuliérement dans le cas du profil d’écoulement parabolique, sont représentées par deux
relations semi-empiriques fondées I’une sur 1’écart 4 la solution piston, ’autre sur le formalisme de Taylor—
Aris. Des critéres sont donnés pour reconnaitre les processus réglant la décroissance et les résultats sont
appliqués a 'exploitation d’expériences de désactivation de particules instables dans un courant gazeux.

NOTATIONS
Aszps coefficient numérique;
a, crittre de Damkohler IT homogeéne;

a,, a,, coefficients numériques (CRP);

B,,, coefficient numérique;

b, crittre de Damkohler II hétéro-
géne;
by, by, by, coefficients numériques;

¢, Cs, Cm ¥, €™, concentrations,

courante,

stationnaire, moyenne, pour x > 0,

pour x < 0;
¢, vitesse moyenne d’agitation thermi-
que;
D, D,, D,, diffusivité, sous p = p,, axiale;
E;, coefficient;
F, rapport d’écart a la solution piston;
F, coefficient;
fo), profil radial de vitesse axiale;
G, coefficient;
a), profil radial de concentration;
I,,I,, fonctions de Bessel modifiées de
premiére espéce d’ordres zéro et un;
J, densité de flux a la paroi;
Jo,Jy, fonctions de Bessel de premiere

espéce d’ordres zéro et un;
p
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K, constante de vitesse de la réaction
hétérogeéne;

ki, k,, constantes de vitesse, de la réaction
homogéne d’ordre un, d’ordre v;

L, longueur du réacteur;

L,, borne de lintervalle de recherche de
la premiére valeur propre;

m, exposant (profil de vitesse);

n, exposant (profil de vitesse);

P, critéere de Péclét;

P, pression;

P,,P,, coefficients numériques (CRP);
q, coefficient (profil de vitesse);
q(»), débit de production homogéne;

R, rayon du tube;

R;, coeflicient;

r, distance a I’'axe du tube;

S. critere d’optimisation;

s(y), débit de production homogéne
réduit;

Shg, critére de Sherwood global;

Sh., Sh?, Sh*, critere de Sherwood homo-
géne, pour b = 0, pour b = oo;

Shy, critere de Sherwood hétérogéne;

tos temps de séjour sur l’axe;



tg, temps de s€jour moyen;

u, vitesse axiale;

Upys vitesse axiale moyenne;

X, abscisse axiale réduite;

¥, distance a I'axe réduite;

z, abscisse axiale;

o, racine de I'équation (13);

o4, premiére racine de (13);

B, facteur de correction parabolique;

B1, B2, coeflicients numériques;

¥, rendement de choc a la paroi;

Y1> premiere racine de J4(x) = 0;

0, rapport de la diffusivité axiale 4 la
diffusivité radiale;

L abscisse axiale réduite (= x/P);

0, argument de décroissance (=a(l);

x, coefficient de Aris;

A, argument de décroissance (valeur
propre);

Aps id. écoulement piston;

AL, id. écoulement parabolique;

Acrps id. issu de la correction de régime
parabolique;

Atas id. issu de la méthode de Taylor-Aris :

U, argument de décroissance (=AP);

v, ordre de la réaction homogéne;

T, temps de relaxation;

Tos t.r. hétérogene;

T, t.r. homogeéne (réaction hétérogéne);

Tp, t.r. de la réaction hétérogéne;

Ty, t.r. de la réaction homogene;

TG t.r. global (homogéne + hétérogéne);

Ta, temps d’effacement de la diffusion
axiale;

P, coefficient numérique.

1. INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME

LE PRESENT article est consacre¢ a I’étude de la
diffusion de matiére en présence de réactions
chimiques homogeéne et hétérogéne au sein
d’un fluide en écoulement dans un tube cylindri-
que. Un probléme thermique homologue con-
cerne la diffusion de la chaleur.

Plus précisément, les hypothéses sont les
suivantes: le réacteur tubulaire non garni et
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axialement illimité posséde la symétrie cylindri-
que. Le régime hydrodynamique est laminaire
et établi, avec un profil radial de vitesse quel-
conque. Dans le cas de la diffusion de matiére,
le réactif est supposé infiniment dilué dans un
fluide porteur inerte et isotherme. Ce réactif
peut disparaitre par une réaction chimique
homogene que nous supposerons presque tou-
jours du premier ordre, et par une réaction
chimique hétérogéne a la paroi également
d’ordre un. Aux réactions chimiques se super-
pose une diffusion moléculaire axiale et radiale.
Le réacteur est axialement divisé en deux parties:
une zone de production (z < 0) ol1 le réactif est
engendré au sein du fluide de sorte que le
régime chimique est stationnaire par rapport a
la position axiale loin de 'origine; une zone de
décroissance (z > 0) ol le réactif disparait
progressivement. Le probléme thermique est
formellement homologue au précédent lorsqu’il
n'existe pas de réaction homogéne: cest le
probléme classique de Graetz avec résistance de
transfert a la paroi. Dans la suite, nous traiterons
le probléme en termes de transfert de matiére,
étant entendu que les résultats seront immédi-
atement transposables en thermique en substi-
tuant la température 4 la concentration, les
critéres de Nusselt aux critéres de Sherwood, etc.
On se propose de relier I'évolution de la
concentration dans la zone de décroissance
(profil radial, évolution axiale de la concéntra-
tion de mélange, etc.) aux constantes physico-
chimiques des processus élémentaires. Nous
nous intéresserons notamment a la décroissance
asymptotique de la concentration, loin de la
zone de production, et a I'existence de régimes
dominants, ou Iévolution est essentiellement
gouvernée par l'un des processus: réaction
chimique, diffusion axiale, radiale, etc. Lorsque
la solution stricte du probléme ne peut étre
obtenue que par voie numérique, nous propos-
erons des solutions approchées semi-empiriques
utilisables dans les applications pratiques. Enfin.
nous montrerons comment appliquer les résul-
tats obtenus a I’étude de la désactivation de
particules instables dans un courant gazeux.
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Dans la zone de décroissance, la formulation
adimensionnelle du probléme tel que nous
Pavons défini se traduit par IPéquation de
continuité

0%c 1 oc o%c dc
— 4+ —— — —PAY)— —ac=0 (1
oy* y dy ox? ) ax % 0
assortie des conditions aux limites
0
y=0, ==0 @)
dy
Oc " .
y=1, @ + bc = 0, condition de Fourier (3)
x—=w, ¢c—0 C))

et d’'une condition “a I'entrée” qui traduit soit
la continuité entre les deux zones

0
07 = 0%y 07,9 = 240,06

soit I'existence d’un profil de concentration:
¢(0, y) imposé a I’entrée.

Dans ces expressions, x = z/R et y = r/R sont
respectivement des coordonnées axiale et radiale
réduites; 6 est le rapport de la diffusivité axiale
a la diffusivité radiale.

Lorsque é = 0, I'abscisse axiale peut aussi
étre mesurée par [ = x/P. La décroissance
dépend de trois critéres adimensionnels:

un crittre de Damkoéhler II homogene:
a = k,R?/D ol k, est la constante de réaction
homogene et D la diffusivité radiale;

un crittre de Damkohler II hétérogéne:
b = KR/D ou K est la constante de réaction
hétérogéne a la paroi du tube, qui se traduit par
3

un critére de Péclét caractérisant 'importance
relative de la diffusion et de la convection
forcée P = u,R/D ou u,, est la vitesse moyenne
axiale du fluide. La vitesse a la distance y de
I'axe est u = u, f(y); fly) caractérise le profil
radial de vitesse.

Ce probléme et ses variantes ont donné lieu
4 un grand nombre de travaux, qui peuvent se
classer en trois rubriques: cinétique physique
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de transfert de chaleur et de matiére; théorie des
réacteurs chimiques; cinétique de désactivation
des particules instables. Les pionniers en sont
probablement Graetz [ 28] (1883) et Nusselt [39]
(1910) pour la premiére. Damkdéhler [20. 21]
(1936) pour la deuxiéme et Paneth et Herzfeld
[40] (1931) pour la troisiéme. La bibliographie
placée en fin de cet article rassemble quelques
publications significatives plus récentes. Il faut
y ajouter I'importante contribution de Wise et
collaborateurs [59-70], qui traitent de la réac-
tion et diffusion simultanées de particules
instables dans un courant gazeux a basse
pression. C’est pour résoudre un probléme du
méme type que le présent travail a été initiale-
ment entrepris, compte-tenu des lacunes des
travaux antérieurs, notamment en ce qui con-
cerne Pintervention de la diffusion axiale, le role
du profil radial de vitesse, le domaine de
validité des solutions numériques proposées, et
I'existence de solutions semi-empiriques utilis-
ables.

II. EVOLUTION DANS LA ZONE
DECROISSANCE
Loin en amont dans la zone de production,
en présence d’'un débit de création g(y), la
concentration, stationnaire par rapport a
I’abscisse axiale, est solution de I'équation

d%s 1d
$+;di;+s(y)—acs= ©)
ou
s(y) = q(y) R*/D ™

les conditions aux limites sont identiques a (2)
et (3). Nous étudions ailleurs [72] quelques cas
particuliers de solutions stationnaires.

Dans la zone de décroissance, s(y) devient
brusquement égal a zéro pour x > 0. Une
méthode classique pour la résolution du systéeme
(1)+4) est la séparation des variables. Cherchons
des solutions delaforme c(x, y) = g(y) exp (— Ax).
La substitution dans (1) fait apparaitre une
€quation aux valeurs propres de Sturm-Liouville

g'0) + g )y + [2* + APf(y) — alg(y) =0  (8)
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avec

g'0) =0 )

et
g'(1) + bg(1) = 0. (10)

Une grandeur expérimentale intéressante est
la concentration de mélange que l'on peut
définir de différents maniéres suivant que la
pondération est faite par rapport a la surface
de la section droite ou au flux de convection
forcée. Pour notre part, supposant qu’une sonde
sensible 4 la concentration intercepte tout le
courant de fluide, nous définissons la concentra-
tion de mélange par le rapport de flux de soluté
au flux dg¢ fluide porteur regus, en comprenant
dans ces flux aussi bien la convection forcée
que la diffusion. En écriture adimensionnelle,
cette définition s’écrit (hypothése 6 = 1)

1

=j ZYI:C(x, NI

_1 @] dy. (1)

1d

CM
Cml(X) — F Fx_

P ox

Lorsque P est grand (diffusion négligeable),
la pondération fait intervenir le profil de vitesse
f(»), tandis quen régime de diffusion axiale
dominante (P petit), la pondération ne fait
intervenir que la surface

1
CnlX) = g 2y c(x, y) dy. (12)

En écoulement piston, f(y) =1, les deux
expressions sont confondues.

L’équation (8) admet des solutions analytiques
pourvu que a2 = A2 + AP — a soit solution de

I’équation aux valeurs propres bien connue [5,
12, 40, 55]

aJ 1(o;) — bJole) = 0. (13)

Nous ne détaillerons pas ici ces solutions,

qui dépendent du profil stationnaire initial.

Le lecteur en trouvera un exposé dans la
référence [72]. Le fait essentiel est que toutes
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les expressions ¢, (x) de la concentration de
mélange dans la zone de décroissance font
intervenir une somme de termes exponentiels
qui décroissent avec x d’autant plus rapidement
que le rang de la valeur propre 4; considérée est
plus ¢élevé. A grande distance dans le tube, seul
subsiste le terme relatif & la premiére valeur
propre 4; = Ap

3 202 + a)
PP+ 40} + 4a)t + P

(14)

a}, premiére racine de (13), est fonction de b.
Nous en donnerons ci-dessous une expression
approchée (35). On peut considérer que pour
b < 100, ¢, (x) décroit comme exp[ —4p x] dés
que ¢, (x) < 0,4. Une expression analogue a (14)
est obtenue lorsque le courant de convection
forcée est dirigé vers les x < 0, de la zone de
décroissance vers la zone de production: il
suffit de changer P en —P dans (14). Des
relations du méme type ont déja été établis par
Walker [ 55] qui assimile toutefois d’une maniére
incorrecte a? a 2b, de qui revient comme nous le
verrons a négliger la résistance diffusionnelle
radiale.

Lorsque le profil de vitesse f(y) est
quelconque, il est nécessaire de recourir a une
solution numérique du systéme (8)10). Sup-
posons que f(y) puisse s’exprimer sous forme
d’un développement polynomial

f0)= 3 Bag

k=0

(15)

et cherchons un profil de concentration g(y)
sous forme d’une série

gy) = Y A, y*. (16)
p=0
A étant supposé fixé, la substitution de (15) et
(16) dans (8) fournit une relation de récurrence
entre les A,, obtenue en écrivant que les co-
efficients de la série y2? sont identiquement nuls.
Mais si 1 est quelconque, la condition a la paroi
(10) n’est pas vérifiée. On modifie donc A dans
un intervalle convenable par un algorithme
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d’optimisation de maniére a satisfaire cette
condition. En déplagant progressivement l'inter-
valle de recherche, on peut ainsi déterminer la
suite des valeurs propres A, A chaque valeur
propre correspond une suite de coefficients
A,,, Cest-d-dire une fonction g(y). Dans la
suite, nous nous intéresserons essentiellement
a la premiere valeur propre gouvernant la
décroissance 4 grande distance. Lorsque P < 1,
A est bien adapté a cette recherche. Par contre,
lorsque P > 1, il est préférable d’utiliser le
paramétre u = AP.

Donnons l'exemple, trés
pratique, du profil parabolique

foy=21-y".

La relation de récurrence entre les 4,, s’écrit
(2p + 2P Azpir + (A2 + 24P — a) A,,

— 24P A, ,=0. (18)

On peut poser 4, = 1. La condition (10) se
traduit par

important en

(17)

S = Zo Aayb + 2p) = 0. 19)
=

On recherche la premiére valeur propre A sur
un intervalle (0, L) par la méthode du Nombre
d’Or de maniére a rendre S> minimale. L, est
choisi tel que §? soit unimodale sur (0, L,). La
méthode permet ainsi le calcul de A et la déter-
mination du profil g(y) correspondant en
fonction de a, b et P. Quelques exemples de
valeurs obtenues dans le cas d’une réaction
hétérogéne pure figurent dans le Tableau 3.
Nous tenons a la disposition du lecteur des
résultats plus complets [72].

III. CRITERES DE SHERWOOD. ADDITIVITE
DES RESISTANCES DE TRANSFERT
Soit
J = —D(0c/0r),-r = Kc(x, 1) 20)
la densité de flux de matiére & la paroi. Par
définition des critéres de Sherwood global Shg;,

homogéne radial Sh,, et hétérogéne (ou pariétal)
Shg, posons
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2RJ/D = Shge(x) = Sh[ca(x) — c(x,1)]
Shgc(x, 1). (21)

On en déduit immédiatement 'additivité des
résistances de transfert

1/Shg = 1/Sh, + 1/Sh,, (22)

Il résulte d’autre part de (20), (21) et de la
définition de b = KR/D que

Sho = 2b. (23)

L’expression de c,(x) étant connue, Sh; se
calcule aisément; le bilan de matiére local
s’écrit en effet

d?c, de,  2J
@ et @
Tenant compte de (21), il vient
1 [d3¢ de
Shg = — > —P-—"1
¢ cn [ a2 b dx:l @)

En particulier, lorsque la décroissance de c,,
est exponentielle: ¢, ~ exp[—Ax] = exp
[ —ul], on a simplement

Shg = 2% + AP = p + p?/P% (26)

Ce résultat est important car il rameéne le
calcul des critéres de Sherwood a celui des
valeurs propres que nous avons décrit au
paragraphe précédent.

Examinons de plus prés le cas d’une réaction
purement hétérogéne (a = 0). Nous porterons
spécialement notre attention sur le critere de
Sherwood homogene Sh.. Sh, est a priori fonc-
tion de trois grandeurs: le profil de vitesse
f(y) la position dans la zone de décroissance x
et 'importance de la réaction hétérogéne varac-
térisée par b. Toutes choses constantes par
ailleurs, nous désignerons respectivement par
Sh et ShY les valeurs correspondant a b = 0 et
b = oo.

Dans la zone stationnaire, en présence d’une
production uniforme, I'application de la défini-
tion (21) conduit a Sh, = 8.
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Tableau 1. Réaction hétérogéne pure. Ecoulement piston.Critéres de Sherwood (P = )

Profil stationnaire parabolique

Profil stationnaire plat

o) 2b + 4 — 2by? .
o Cg = Cgp =

Csly, P s S,

Csm = l
Expressions approchées de c,(x) Shg Sh? Sh® Shg Sh? Sh®
i 8 8b

Exponentielle de méme tangente 8 8 2% © o
enx =0 h+4

Exponentielle de méme moment 24b(b + 4 8 8 8 g
d’ordre zéro (méme surface) b2+ 3(b + 4 b+ 4

Premier terme de la série a? 8§ 92 =57831 o} 8 y? = 5,7831

En écoulement piston, nous avons fait figurer
dans le Tableau 1 les diverses valeurs que I'on
peut déduire de (26) en assimilant successive-
ment ¢,(x) pour P =00 & une exponenticlle
décroissante de méme tangente & Vorigine, de
méme moment d’ordre zéro et de méme
argument que le premier terme de la série. On
constate que si le profil initial est parabolique
Sh, varie peu le long de I'axe et reste compris
entre 5, 7831 et 8. Il n’en est plus de méme avec
un profil plat & entrée ol Sh, est alors infini.
Les relations d’additivité (22) correspondant a
ces valeurs interviennent dans le calcul des
transferts radiaux dans les réacteurs tubulaires.
Elles ont notamment été discutées par Froment
[27] et Hlavacek [29].

Plagons-nous maintenant a grande distance
dans la zone de décroissance (x grand). En
écoulement piston, on déduit de (14) et (26)

Shg = o? 7)

relation valable quel que soit P. D’ou Sh, =
1/a? — 1/(2b). Lorsque b -0, a; -0 et l'on
démontre a partir de (13) que Sh, —» Shl = 8.
Lorsque b — o0, on retrouve un probléme de
Cauchy [c(x, 1) = 0], et (13) se réduit & J,(y;) =0,
ce qui donne Sh® = y? = 5,7831.

Pour les autres types de profils f(y), nous
nous limiterons au cas de la diffusion axiale
négligeable (P = o). Il faut alors recourir au
calcul numérique de u = Shy; suivant la

procédure que nous avons décrite, puis déduire
Sh, de (22) et (23). Pour b = oo, le calcul ne
présente aucune difficulté. Par exemple, en
écoulement parabolique, (18) et (19) deviennent
respectivement

2Ap + 17 + WAy, — Az 2) =0  (28)
3 4,,=0. (29)
p=0

On trouve ainsi la valeur classique du
probléme de Graetz Sh® = 3,65689 [11, 45, 46].
Le calcul est plus délicat lorsque b — 0 car
u — 0 et Sh? s’obtient par un passage & la limite

2bu

h =1 .
Sh 1m2b_#

=0

(30)

En écoulement parabolique, on trouve ShY =
4,3635, valeur déja signalée par Berry [7] et
Schenk [46]. Nous avons cherché & préciser
’influence de f(y) sur Sh.. Pour cela, nous avons
imaginé deux familles de profils fictifs, I'une avec
un maximum aigii (pointe au centre} lautre
avec un minimum de vitesse (trou) au centre du
tube. Le Tableau 2 rassembie les résultats
relatifs & Sh®. On constate que ce critére
décroit réguliérement 3 mesure que la pointe
s’accuse (m croit). Par contre, il peut atteindre
des valeurs trés élevées lorsque le minimum
central s'accompagne dun fort gradient a la
paroi (exemple de n =10, g = 0). La Fig. 1
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Tableau 2. Critéres de Sherwood homogeénes a grande distance (P = )

Profil de vitesse sh? She B4 B, b,
fn=1 piston 8 578310 020203  0.29785 3,357
fO) =21 -yH) parabolique 4,3635 3,65689 041669  0,50525 1,979
profil avec “pointe au centre”
fO) =m+ DA~y m
2 2,90245
3 2,50283
4 2,25003
5 2,07317
6 1,94102
7 1,83981
profil avec “trou au centre”
n+2)n—-1 n+1)@m+2
f(y)=[q( TR RS )]yn
m+ Dn+2) nn+ Df ,_, —_—
* [ 2 e LA noq
3 0 6,0241
5 0 8,7514 0,19651  0,2364890 4,228
i0 o 15,5377
3 05 5,2994
5 05 6,7616
10 05 9,0044
3 1 4,6556
5 1 5,2256
10 1 5,6416

représente quelques uns des profils de concentra-
tion g(y) correspondants.

On établit les résultats suivants:

11 est possible de représenter les variations de
Sh, en fonction de b par I'expression empirique

1/Sh, — 1/Sh? b

1/Sh® — 1/SK® ~ b + b, (31
ce qui revient a écrire 'additivité (22)
1/Shg = 1/Sh? + ®/Sh, (32)
avec
@ = %:—gﬁ (33)

et les relations

bo = 1/B2, B, — By = 2A1/Sh? — 1/SkY) (34)

@ estun coefficient assez voisin de 'unité.

Les valeurs de 8, B, et b, qui figurent dans le
tableau 2 permettent de calculer Shg par (32) &
mieux que 0,5 pour cent prés quel que soit b.
Le succes d’une telle représentation pour des
profils assez différents (piston, parabolique,
“trou centre”) atteste probablement sa généralité.
Une conséquence intéressante de (32) est qu'elle
permet le calcul de «, en fonction de b par une
formule trés simple, utilisable en particulier
dans (14)

1/a2 = 1/5,7831 + ®/2b. (35)

Des considération absolument homologues
des précédentes s’appliquent évidemment aux
crittres de Nusselt dans les problemes de
transfert de chaleur.
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| m=Q
o 1 03 o4
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FiG. 1. Influence du profil de vitesse f(y) (pointe au centre ou trou au
centre, voir tableau 2) sur le profil radial de concentration g(y) dans le cas
des conditions de Cauchy (¢ = 0 & la paroi).

IV. REPRESENTATION SEMI-EMPIRIQUE DE LA
PREMIERE VALEUR PROPRE

1. Méthode de Taylor et Aris

Taylor, puis Aris [1] ont montré qu’en
présence d’un profil radial de vitesse f(y),
I’écoulement se comporte apreés une distance
suffisante comme un écoulement piston soumis
4 une diffusion axiale supplémentaire. Si D est
la diffusivité radiale, purement moléculaire,
Aris montre que la diffusivité axiale est au total

D, = D + xR*u%/D. (36)

En présence d’une simple dispersion sans
réaction chimique, le traitement donné par
Aris permet le calcul de x en fonction de f(y) et
conduit en écoulement parabolique a la valeur
bien connue x, = 1/48 = 0,0208. Reprenons
I’équation de bilan (1) et faisons f(y) =1,
6 =D,/D =1+ »xP?, il vient

62c+16c+
oy* ydy

0% oc
2 -_ -_ —
(1+%P)25—ac—P2=0. (37)

Cette équation, jointe aux conditions aux
limites (2)}{4), peut étre résolue analytiquement
comme en écoulement piston pur. On trouve
notamment pour la premiére valeur propre

1= 2ai + a)
TP+ M2 +a)(1 + xPH]E + P

(38)

identique a (14) lorsque » = 0. a? est toujours
donné par (35).

Réaction hétérogene (a = 0). Intéressons-nous
d’abord au profil parabolique. On peut calculer
les valeurs exactes de A par voie numérique.
Si l'on cherche a ajuster » par optimisation
(méthode du Nombre d’0Or) de maniére a

représenter au mieux les valeurs exactes avec la
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formule (38), on trouve x = 0,160. L’erreur
ainsi commise sur A n’est pas supérieure a 6 pour
cent (environ 2 pour cent en moyenne) dans
tout le domaine de variation b = 1073-103,

_ 1n—3 1n3 Ml iroe avamnlas annt danmdo
r iv —iu \{uculuco CACIIIPIUB DULIL ULV
dans le Tableau 3. La concordance peut étre
bien meilleure dans un domaine plus restreint.

Remarquons que » optimal est ici différent de
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1

21 = fO)] dy
o fy"my") 1]y @
% 3

La Fig. 2 montre que dans le cas des profils
avec “‘pointe an centre” (Tableau 2) f()) =

Tableau 3. Réaction hétérogéne. Quelques exemples de valeurs propres en écoulement parabolique et validité des représentations

approchées
h L Erreur %osur A
b P Ecozixslteg:lent E:gﬂzn}:;xe‘r;; Méthode de Correction de
P P @ Taylor-Aris régime parabolique
1072 1 1,95671 x 1072 1,95085 x 1072 - 1,35 0,34
107! 1 1,67134 x 107! 1,63905 x 107! - 4,69 -0,75
1 10 1,54834 x 107! 1,33203 x 1071 -31,8 —4,.88
10 102 4,73988 x 1072 3,15176 x 1072 — 4,60 0,98
10% 10? 5,66696 % 1072 3,59780 x 1072 — Lit 0,77

1/48, valeur calculée en P'absence de réaction.
(38) implique une relation entre x et le critére de
Sherwood homogene Sh?. En effet, d’aprés (22) et
(26)

Sh® = lim

b~ w,P—0

(AP). (39)

En calculant cette limite sur (38), on obtient,
en rappelant que «2 — v = 5,7831

5,7831 — Sh?

ST “

Si 'on reporte dans (40) la valeur Sh? =
3,6569 relative au profil parabolique, on trouve
»x = 0,159, en excellent accord avec I'optimisa-
tion directe, ce qui prouve la cohérence de la
méthode. Celle-ci fournit un moyen élégant de
calculer x, puis A1, par simple connaissance de
Sh. On peut de demander §°il existe une relation
entre » donné par (40) et x, calculable par la
relation de Aris [1]

(m + 1)(1 — y?*, il y a quasiment proportion-
nalité entre les deux coefficients, x étant environ
6 fois plus grand que x, Il n'en est plus de
méme avec les profils concaves (“trou au centre”)
pour lesquels % donné par (40) peut méme étre
négatif lorsque le gradient de concentration a
la paroi est plus élevé qu’en écoulement piston
(Sh? < 5,7831) alors que x, est essentiellement
positif. Il ne faut donc voir dams » qu'un
coefficient semi-empirique attaché a la formule
(38), qui a le mérite d’étre simple et assez
générale. Des considérations voisines de celles-ci
ont été développées par Aris [2-4] et Dayan et
Levenspiel [22, 23] qui trouvent, dans le cas
d’'un profil parabolique avec absorption du
soluté a la paroi 1/48 < »x < 11/48.

Réaction homogéne (b = 0). Profil parabolique.
Plagons-nous dans 'hypothése ou la diffusion
axiale est négligeable, soit P? » 4a (Tableau 5).
Les équations du probléme deviennent

d%c 1éc 5 0c
21 - y%) 5

——— O —

6_yi+y6y =0 (42)
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FiG. 2. Evolution comparée des coefficients de Aris x en présence de
réaction hétérogéne et x, en I'absence de réaction dans le cas d’un profil
de vitesse avec pointe au centre f(y) = (m + 1)(1 — y*)™

o _
6y_
{=0,

y=1 e y=0, 0;

c=1. 43)

Introduisons une nouvelle variable 8, homo-
géne 4 un temps de séjour réduit, telle que
0 =a{ =ax/P. Deux cas limites sont 4 envisager:
si la diffusion radiale est importante (@ — 0), la
concentration décroit comme en écoulement

piston

¢ = exp[—6] 44

si la diffusion radiale est faible (a — o0), on
obtient par un calcul classique [9]

_(1_° AW
m=\""T2)*P\ 72" s

T exp(-w)

0/2

Cleland et Wilhelm [19] ont résolu numérique-
ment le probléme pour les valeurs intermédiaires
de a. Par définition de §, nous poserons dans ce
cas

cm = exp [ — 6] (46)

B = B(6, a) est fonction de 0 et de a. Plusieurs
auteurs [8, 56, 58] se sont intéressés a la validité
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de la méthode de Taylor et Aris et 4 son succes
dans la représentation des résultats de Cleland
et Wilhelm. Sans entrer dans le détail, on peut
dire que Placcord n’est pas satisfaisant. En
particulier, lorsque 6 — co, on montre a partir
de (38) et en faisant b = 0 (x? = 0) que

(L +4a0t -1

Bza(o,a) = T 2 CY))

La Fig. 3 représente la variation de f,(o0, a)
en fonction de a, comparée a la valeur exacte
B(co, a) = pj/a calculée par la procédure
numérique rigoureuse. On constate que si
Yaccord est satisfaisant pour a < 20, le com-
portement de B, devient aberrant lorsque
a — oo. En effet, Bra(c0, ) = (ax)"* — 0 alors

d’exprimer la premiére valeur propre en présence
d’un profil parabolique en prenant pour base la
solution relative a I'écoulement piston (14)

'lCRP = ﬂir- (48)

B est un coefficient correctif qu’il faut calculer
en fonction de g, b et P. (46) est un cas particulier
de cette définition.

Réaction hétérogéne (a = 0). Lorsque b et
P — o0, nous savons que (AP)— ShP. Il en
résulte que § tend vers le rapport des critéres de
Sherwood caractéristiques des deux régimes
d’écoulement

B.. = 3,6569/5,7831 = 0,63234. (49)

Représentons ’écart entre les deux solutions par
le rapport

j} o5f )
«Q
Solution exacte \
—-——— CRP ™~
———— Taylor —Aris \1
1 1 |
16' | 10 10° 0

a

FiG. 3. Réaction homogéne du premier ordre. Ecoulement parabolique. Evolution comparée
de l’écart § a I'écoulement piston en fonction de @ = k,R?/D suivant les différentes méthodes
approchées.

que le calcul de la limite exacte a partir de (45)
donne f(oo, o) = 0.5, ce que confirme le
calcul numérique. On retrouve 1a le caractére
spécifique du comportement & Ulinfini de
Pécoulement parabolique pur qui n’est pas
réductible a un processus diffusionnel.

2. La “correction de régime parabolique” (CRP)
Le principe de cette méthode approchée est

_1-8
_l—ﬂco

et cherchons a exprimer F en fonction de b et P.
F = 0 lorsque la solution piston est applicable
et F =1 lorsque la solution parabolique est
nécessaire. La Fig. 4 représente F en fonction
de b A b/P = constante. En se souvenant que
b et P représentent respectivement les im-

F (50)
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b/P = 10°

b

F1G. 4. Réaction hétérogéne du premier ordre. Evolution du facteur de correction parabolique
F en fonction de b et P.

portances relatives réaction/diffusion et con-
vection/diffusion, on peut penser que F est
voisin de O lorsque b et P sont simultanément
petits et voisin de 1 lorsqu’ils sont simultanément
grands. Un raisonnement qualitatif un peu plus
détaillé, appuyé par l'allure des courbes de la
Fig. 4, conduit a proposer la formule semi-
empirique suivante
F =[1+ (by/b)* + (P/PY?]" 1. (51)
Les coefficients numériques b,, b,, P, P, sont
ajustés par une méthode d’optimisation a
recherche directe (Rosenbrock) de maniéere a
minimiser lasomme des écarts quadratiques entre
A rigoureux et Acgp ainsi calculé. On trouve
finalement, en réunissant (48)-{51)

Acrp/Ap = 1 — 0,36766
x [1+(1,408/b)"13° +(1,830/P)1-5°1]~ 1. (52)

Les résultats donnés par cette formule sont

excellents (voir Tableau 3). L’erreur sur A ne
dépasse pas 2 pour cent (environ 0,5 pour cent
en moyenne) dans le domaine 1073 < b < 103,
1073 < P < 103. La correction de régime para-
bolique s’avére donc meilleure que la méthode
de Taylor et Aris. Nous avons représenté sur la
Fig. 5 les limites de validité a 2 pour cent et a
5 pour cent de la solution piston dans un
diagramme (P, b). Le résultat est assez différent
de celui de Walker [55], qui d’a pas tenu compte
de la résistance diffusionnelle radiale.

Réaction homogeéne (b = 0). Diffusion axiale
négligeable (P? » 4a). Suivant une démarche
analogue, cherchons a représenter f(6, a), défini
en (46), par une formule semi-empirique. Nous
connaissons l’expression de B(6, o), il suffit
d’égaler les relations (45) et (46). Rappelant que
a = k,R?/D, on peut penser que la solution
piston est applicable lorsque a est petit (diffusion
importante) tandis que la solution parabolique
pure (45) est applicable lorsque a est grand
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104
Solution parabolique
1t
5% B=095
P
2% B:098
W
Solution piston
167 i
' ' ] 10

FiG. 5. Réaction hétérogéne du premier ordre. Validité de la
solution piston pour représenter le régime parabolique en
fonction de b rt P,
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bon, bien meilleur en tout cas que celui qu'on
obtiendrait par une formule de Taylor-Aris.
Sur la Fig. 3, nous avons également représenté
Bcrplo0, a) en fonction de a. L’accord avec la
valeur exacte est moins bon que Taylor-Aris (47)
pour a < 20, mais le comportement pour a — oo
est cette fois correct avec la limite Sgp(c0, 00) =
0.,5.

En conclusion, nous pouvons dire que la
méthode de la correction de régime parabolique
permet une représentation commode et satis-
faisante des valeurs propres du probléme para-
bolique a partir de la solution analytique du
probléme piston et des critéres a, b, P. Nous
n’avons traité ici que le cas de réactions purement
hétérogéne ou purement homogéne, mais il est

Tableau 4. Réaction homogéne. Correction de régime parabolique (CRP) comparée aux résultats de Cleland et Wilhelm (CW)

a=w a = 100 a=10 a =1
0

Cew = Corp Cew Core Cew Cere Cew Cere
0,02 09810 0,9800 0,9809 0,9806 0,9806 0,9808 0,9803
0,10 09105 0,9073 0,9099 0,9071 0,9076 0,9061 0,9054
0,20 0,8328 0,8282 0,8312 0,8251 0,8255 0,8211 0,8201
0,50 0,6491 0,6409 0,6442 0-6270 0,6267 0,6116 0,6106
1,00 0,4432 0,4316 0,4341 0,4033 0,4025 0,3741 0,3747
2,00 0,2194 0,2082 0,2079 0,1709 0,1709 0,1403 0,1419
4,00 0,0603 0,0540 0,0528 0,0316 0,0326 0,0196 0,0206

(diffusion négligeable). Une formule satisfaisant
a ces conditions est

1 - ﬁ(aa a) —

1 — ﬁ(e’ w) - [1 + (al/a)az]’l'

(53)

Nous avons ajusté a, et a, par optimisation
de maniére a représenter au mieux les resultats
de Cleland et Wilhelm [19] poura=1,a =10
et ¢ = 100. On trouve

Bere(0, @) = 1 — [1 — B(6, )]
x [1 + (10,77/a)*93] L. (54)
Le Tableau 4 rapporte quelques résultats
calculés 3 partir de (45), (46) et (54), comparés a
ceux de Cleland et Wilhelm. L’accord est trés

vraisemblable quune formule générale du méme
type pourrait étre recherchée lorsque ces
réactions sont simultanées.

V. LES REGIMES DOMINANTS, TEMPS
CARACTERISTIQUES ET TEMPS DE
RELAXATION

En présence des réactions homogéne et
hétérogéne simultanées, il est important de
savoir quel est le processus qui régle I'allure de
la décroissance de concentration dans le tube.
On peut considérer que la transformation
résulte de deux processus en paralléle (conduct-
ances additives); la réaction homogéne et le
transfert vers la paroi suivi de réaction. Ce
transfert consiste lui-méme en deux processus
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en série (résistances additives); la diffusion
radiale vers la paroi, et la réaction chimique
hétérogene. La nature des régimes dominants
dépend de I'importance relative de ces différents
termes, c’est-d-dire de la valeur comparée des
critéres a, b et P. Afin d’alléger I'exposé, nous
présentons la discussion dans le cas de I'écoule-
ment piston, étant entendu qu’il s’agit seulement
de déterminer des domaines ou I'un des pro-
cessus I'emporte franchement, et que les con-
ditions obtenues sont sensiblement les mémes
pour des profils de vitesse ne s’écartant pas trop
de ’écoulement piston.

La discussion peut étre menée de deux
maniéres:

(1) En comparant I'importance relative des
termes qui figurent dans les expressions (14) et
(35) de Ap.

(2) En introduisant un “temps caractéristique”
de chaque processus.

Définissons d’abord le “temps de relaxation t”
de la décroissance. u, €tant une vitesse bary-
centrique d’ensemble, le temps de séjour moyen
ts du fluide a I'abscisse z est tg = z/u,, Lorsque
la décroissance est exponentielle, nous écrirons
par définition de ©

¢~ exp [—Ax] = exp[—t5/t].  (55)
Il en résulte que
T = R/(Au,). (56)

Si T'on cherche & exprimer t en fonction des
constantes des processus €lémentaires, on voit
apparaitre les “temps caractéristiques” suivants

T, = 1/k, temps de réaction homo-
geéne (ler ordre)

temps de réaction hétéro-
gene (ler ordre)

temps de diffusion radiale
temps “d’effacement de la
diffusion”: cest le temps
nécessaire pour que la con-
vection forcée déplace le

fluide dune  distance

7o = R/(2K)

T 5 R2/(Sh* D)
Tqa = 4D/1f3.

JACQUES VILLERMAUX

équivalente au déplace-
ment quadratique moyen
di a la diffusion axiale.

En 'absence de perturbation par la diffusion
axiale, le temps caractéristique global t; du
phénomeéne est tel que

/16 = 1/7y + Yz, + P1y). (57)
Cette relation ne fait que traduire les

additivités des conductances et résistances

¢lémentaires. Elle est 'homologue de

A= (2 + a)P. (58)

La diffusion axiale est effectivement néglige-
ablesit, < 14etletempsderelaxation s’identifie
a 1. Dans le cas contraire T, > 14 et la diffusion
axiale contréle la décroissance. Le temps de
relaxation est alors T = 1 (¢ ,75)?, relation homo-
logue de

A= (2 + a). (59)

La détermination du processus réglant la
décroissance peut ainsi se faire par simple
comparaison des ordres de grandeur des temps
caractéristiques. L’avantage de la méthode est
quelle s’applique a des réactions d’ordre differ-
ent de un. Par exemple, le temps caractéristique
d’'une réaction homogéne d’ordre v est
7, = 1/(k,c ). On peut seulement en déduire
le régime dominant car la décroissance n’est
plus forcément exponentielle.

Le Tableau 5 donne le résultat de la discussion
et les domaines d’existence des régimes domin-
ants ainsi que les valeurs correspondantes de
A et 7. La Fig. 6 indique, dans le cas d’une
réaction purement hétérogéne, les expressions
asymptotiques que prend A dans le plan P, b.
A, est relatif & un écoulement dans le sens de
la décroissance et A_ dans le sens contraire

A_=(P*4 + a+ ad)t + P/2. (60)

A titre d’exemple, montrons que la com-
paraison des temps caractéristiques permet de
retrouver simplement des conditions énoncées
par Bosworth [9]. Pour qu’une réaction homo-
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Tableau 5. Les régimes dominants (écoulement piston)

Processus réglant la décroissance

Diffusion axiale négligeable

Diffusion axiale dominante

a®»6 ou a>2b
Réaction homogéne

P*> da P? <4a
A= afP = kyRjuy A= /(@) = R\J(ky/D)
t=1/k =1 T = /D1,/u,
P? » 8b P <8

a<<lbeth <3
Réaction hétérogeéne

) = 2b/P = 2K/u,

J = J(2b) = JQ2KR/D)

Résistance de transfert localisée & 1a paroi T = R/(2K) =1, T = ;1- \/ gg
a<k6 et b»3 Pi> 24 Pre24
Réaction hétérogeéne A = 578/P = 5,78 D/(Ru,) A =241
Résistance de transfert homogene radiale 1 = R2[(578 D) = 1, T = R/(241u,)

T
Diffusion axiole négligeable
t

A2 4P ——X,za JP—=\,=578/P

P=f24:49

A:{206-P/2 A=aiP/2 X =241-Pr2
Az [2beRf2~—h=ap 2= 241 +P/2
Diffusion nx'ime dominante

1 | )
ol | 3 10 100

b

FiG. 6. Réaction hétérogéne du premier ordre. Valeurs
propres en écoulement direct {4,) et inverse (4_) suivant les
régimes dominants en fonction de b et P.

géne dans un réacteur en régime laminaire ne
soit pas perturbée par la diffusion radiale,
Bosworth préconise

R > 18 /(Dt,) (61)

t, étant le temps de séjour du fluide sur I'axe.
La condition 1, < 7, conduit a

R > 2,4 /(D/k). (62)

De méme, pour que la diffusion axiale soit
négligeable, Bosworth donne

L > 360 \/(Dt,). (63)

Si I'on admet que la longueur L du réacteur
est de Pordre de u,r,, la condition 7, <1,
s’écrit

L > 2./(D/k). (64)
t, étant tel que la conversion soit observable
(de Tordre de quelques t,), les conditions (61)
et (62), (63) et (64) sont comparables, si Fon
note que (61) et (63) impliquent une perturbation
diffusionnelle inférieure 4 1 pour cent.

VI APPLICATION A L’EXPLOITATION
D’EXPERIENCES DE DESACTIVATION
DE PARTICULES INSTABLES

Depuis les premiéres expériences de Wood,
une méthode classique d’étude des propriétés
cinétiques des atomes, radicaux libres et molé-
cules excitées est de les produire dans une zone
d’activation d’ou elles sont extraites par un
courant de gaz porteur. On cherche a déduire
du profil de décroissance de concentration
observé en régime établi les constantes des
processus élémentaires telles que diffusivités
moléculaire, constantes de vitesse, probabilité
de désactivation par choc avec les parois.
De nombreux expérimentateurs se bornent
encore a4 'hypothése de I’écoulement piston et
interprétent exclusivement la décroissance en
faisant appel a4 des processus chimiques. L’ana-
lyse qui précéde montre que la situation réelle
est beaucoup plus complexe puisque le phéno-
méne peut dépendre fortement du régime
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hydrodynamique d’écoulement et, dans certains
cas, étre réglé uniquement par un processus de
diffusion (ex; t = 1,).

Supposons qu’on reléve le profil de concentra-
tion c,(z) suffisamment loin dans le tube pour
que la décroissance soit quasi-exponentielle

cnlz) = exp [~ 4z/R] = exp [~ z/(u,D)].  (65)

Sila diffusion axiale est négligeable (Tableau 5)
le temps de relaxation est T = R?/(uD) ou u a
par exemple I'expression approchée de Taylor-
Aris

3 2ai + a)
T+ [0+ 4 + a)]?

2 (66)

Soit 7 le temps caractéristique de la réaction
hétérogéne (a = 0). On voit que I’additivite des
conductances chimiques

1)t = 1/t; + 1/t (67)
n’est stricte qu’en écoulement piston (xk = 0).
Par contre, en vertu de I'additivité approchée des
résistances radiales (32) et (33), on peut toujours
écrire

(68)

En phase gazeuse, t, = R*p/(Sh®Dyp,) est
proportionnel A la pression et 7, = R/(2K) =
2R/(yé) inversement proportionnel a la proba-
bilité de disparition par choc a la paroi 7.
& étant généralement voisin de l'unité, on
obtient sensiblement une droite en portant
1r en fonction de la pression. L'ordonnée a
’origine donne acces a y et la pente & D, pourvu
que le profil de vitesse qui conditionne la valeur
de ShY soit connu.

Si la diffusion axiale intervient (Tableau 5) et
que la solution piston est applicable (Fig. 5), on
a d’aprés (14)

i2 =a? + a— Au, R/D.

T = 7, + P1,.

(69)

En portant A2 en fonction de Au,, pour une
série d’expériences a pression fixée (x2, a et D
constants) et 4 débit u,, variable, on obtient une
droite dont la pente donne acces a la diffusivité

JACQUES VILLERMAUX

D. Dans le cas d’'une réaction purement hétéro-
gene, la relation (69) permet de corriger un temps
de relaxation observé 7 pour le ramener a la
valeur 75, qu'on observerait en 'absence de
diffusion axiale. Elle s’écrit en effet

1tp,, = 1/t + Df(upts).

Une telle correction a notamment été utilisée
par Schultz et Le Roy [48].

Dans tous les autres cas, il est préférable
d’utiliser les solutions empiriques strictes et
d’ajuster les paramétres a, b et P aux résultats
expérimentaux A par des techniques de régression
et d’optimisation.

(70)

vil. CONCLUSION

Le probléme de Graetz et ses innombrables
variantes suscite périodiquement l'intérét des
physicomathématiciens, surtout depuis I'avéne-
ment des moyens de calcul automatique. Le
présent travail n’y mettra probablement pas un
terme. Alors que certaines recherches actuelles
s’orientent vers I’étude rigoureuse de I’établisse-
ment simultané du régime hydrodynamique et
du régime de transfert, probléme quelque peu
académique car les conditions expérimentales
a lentrée sont en général mal définies, nous
avons mis l'accent sur ’étude du phénoméne
loin de Pentrée, lorsque la décroissance est
quasi-exponentielle. Une telle situation est
fréquente en pratique, notamment dans les
expériences de cinétique. Le premier probléme a
résoudre est de chercher quel est le processus
élémentaire qui régle la décroissance—nous
avons montré que l'utilisation de critéres simples,
issus de I’écoulement piston, permet de définir les
“régimes dominants”. Il faut ensuite disposer
d’expressions utilisables pour représenter les
arguments de décroissance. Nous avons proposé
deux relations semi-empiriques—I’une, la “cor-
rection de régime parabolique” applicable en
¢écoulement laminaire établi classique, lautre,
issue du formalisme de Taylor-Aris, applicable
a un profil de vitesse quelconque, tel qu’on peut
I'observer dans certaines zones perturbées de
I’écoulement. Nous avons mis en évidence
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I'intérét et les limitations de cette méthode, et
aussi la sensibilité de la solution & la nature du
profil hydrodynamique, traduite par la valeur
des critéres de Sherwood homogeénes que nous
avons reliés au paramétre de dispersion x -de
Aris. L’ensemble de ces résultats, mieux que des
solutions numériques strictes mais d’emploi
difficile, permet d’étudier et de prévoir une
grande variété de phénoménes du premier ordre
dans un écoulement laminaire. Il conviendrait
maintenant de les étendre 4 des processus non
linéaires.
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DIFFUSION IN A CYLINDRICAL REACTOR

Abstract—The subject of this paper is a study of diffusion occurring simultaneously with first order homo-
geneous and heterogeneous chemical reactions in a fluid flowing in a tubular reactor. A particular emphasis
is laid on the rate of decay of concentration far from the entrance of the tube as determined by three di-
mensionless numbers viz. a = k,R*/D,b = KR/D, P = u_R/D and by the velocity profile f{r/R). A method
for the exact numerical computation of the first eigenvalue is proposed, and approximate additivity rela-
tions between transfer resistances and conductances are established in terms of the Sherwood numbers.
The exact solutions, especially in the case of a parabolic flow profile, are represented by two semi-empirical
relations relying respectively on the deviation from the plug flow solution, and on the formalism of Taylor-
Aris. Criteria are given which allow the determination of the processes controlling the decay of concentra-
tion. The results are applied to the interpretation of experiments on the deactivation of unstable particles
in a flowing gas.

DIFFUSION IN EINEM ZYLINDRISCHEN REAKTOR

Zusammenfassung—Gegenstand dieser Verdffentlichung ist die Untersuchung der Diffusion, die im
Zusammenhang mit homogenen und heterogenen chemischen Reaktionen erster Ordnung in der Stromung
durch einen Rohrreaktor auftritt. Besonderes Augenmerk wurde dabei gelegt auf die Abnahmerate der
Konzentration weit entfernt vom Rohreintritt, wobei diese durch drei dimensionslose Kennzahlen,
nimlich @ = &,R*/D. b = KR/D und P = u, R/D und das Geschwindigkeitsprofil f(r/R) bestimmt wird.
Es wird eine Methode fiir die exakte Berechnung des ersten Eigenwertes angegeben. Angeniherte
Zusatzbeziehungen zwischen Ubergangswiderstanden werden als Funktionen von Sherwood-Zahlen
entwickelt. Die exakten Losungen, speziell fiir parabolisches Geschwindigkeitsprofil, werden durch zwei
halb-empirische Bezichungen wiedergegeben, die auf der Abweichung von der Ldsung fir die Pfropfen-
stromung und auf dem Formalismus von Taylor-Aris beruhen. Es sind Kriterien angegeben, die es
gestatten, die Prozesse vorherzubestimmen, indem der Abbau der Konzentration kontrolliert wird. Die
Ergebnisse wurden benutzt, um Experimente iiber die Deaktivierung von instabilen Partikeln in einem
strdmenden Gas zu interpretieren.

ANOPY3NA B HTNANHIPUYECKOM PEAKTOPE

Anuoraynsi—B cratee nccnenyeresa puddysus, npouCXoIAMAn OJHOBPEMEHHO ¢ IOMOTEeH-
HEIMHE M IeTepOTeHHBIMH XHMHYECKMMH peaKIUAMM HEPBOTO poja B TpyGYaTOM pearTope.
Ocofoe BHMMaHUE yAelnseTCH CKODOCTH DAcnaja KOHUEHTPALMH Jalleko oT BXojxa B TpyOy,
onpenesiAeMoll TpeMsa GespasMepHBIMH uKcHaMi, a uMenno e = K, R?/D, B = RR/D,
P = U,R/D u npodunem ckopocru f(r/R). [lpeasioxen mMeTon TOUHOrO YHCIEHHOTO pacuéra
nepBoro coOCTBEHHOr0 3HAYEHHA U YCTAHOBIIOHH TPHOIINKEHHEIE COOTHOIIEHUA aINTHBHOCTH
MesHAy COTPOTHBISHNEM NepeHoca u npoBojumMocteio B uucaax Hlepsyna. Tounne peurenus,
0cob6eHHO B cayvae napaliolMYeckoro npoduiia TeYeHHA, NIpeJCTABIEHE IBYMS NONY3MINDR-
YEeCKUMM COOTHOINGHHMAMHN, OCHOBAHHBIMM, COOTBETCTBEHHO HA OTKIOHEHUE OT pellieHHA ANA
cTep;kHeBOro Tedenus n Ha Qopmanusme Teitmopa-Apuca. [JamTcA KpHUTEPHH, KOTOpHIE
MO3BOJIAIOT OMpEeNedHTs NpoLece, YHpaBIAKIIUI pacnafoM KOHIEHTpauui. PesyiIbTaTs
HCTIONB30BAHL JJIA TMOKOBAHNA DKCOEPUMEHTOB MO JSaKTHBAINN HEYCTONYMBHIX HacTHIl B
ABIMYHIEMCH rase,



